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Zusammenfassung

Stadte leiden unter Verkehrsstaus. Wie kénnen Verwaltungen Staus verringern
oder verhindern? Wir untersuchen die Straflenkapazitéit in Abhéngigkeit der
gefahrenen Geschwindigkeit und berechnen das Tempolimit bei welchem die
meisten Autos einen Straflenabschnitt passieren kénnen. Wir finden ein Ma-
ximum von ungefahr 2000 Autos pro Stunde, bei der optimalen Geschwindig-
keit von 31 km/h. Somit konnen Stauzeiten minimiert werden indem stédtische
Tempolimits auf 30 km/h verringert werden.

Aktualisierte Versionen dieses und verwandter Artikel auf Deutsch, Englisch
und Ttalienisch sind verfiigbar auf https://nielsbenedikter.de/traffic.
html| als PDF zum Download oder zum online Lesen.

1 Wie viele Fahrzeuge kénnen bei einer gegebenen
Geschwindigkeit passieren?

Bei welcher Geschwindigkeit wird die Zahl der Autos, die einen Straflenabschnitt
passieren konnen, maximal? Mit hoherer Geschwindigkeit spielen zwei gegenléufige
Effekte eine Rolle: einerseits sind die Autos schneller (und die hohere Geschwindigkeit
sollte die Zahl der durchfahrenden Autos erhdhen), andererseits nimmt der Abstand
zwischen den Autos zu (so dass hohere Geschwindigkeit potenziell die Zahl durchfah-
render Autos verringert). Bei welcher Geschwindigkeit liegt die beste Balance
dieser beiden Effekte vor, und damit: bei welcher Geschwindigkeit gibt es
am wenigsten Stau?

Betrachten wir eine einzelne Spur einer stidtischen Strafie. Wir stellen uns neben
die StraBle und zéhlen die vorbeifahrenden Autos, in Abhéngigkeit von der erlaubten
und gefahrenen Geschwindigkeit. Innerhalb einer Stunde fidhrt im besten Fall eine
Autokolonne der Lange

L = Geschwindigkeit - Zeitabschnitt = v - 1h
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an uns vorbei. Je schneller die Autos fahren, desto linger die Kolonne die an uns
vorbeifahrt. Aber wie viele Autos sind in dieser Kolonne?

Offensichtlich konnen Autos nicht beliebig dicht hintereinander fahren. Ampeln
werden rot, Staus bilden sich, Autos ziehen unvorhersehbar aus Parkliicken heraus,
oder aus Seitenstrafien auf die Hauptstrale. Hiufiges Anhalten ist leider notwendig
um Kollisionen zu verhindern. Und Kollisionen miissen selbstversténdlich vermieden
werden, denn damit geht meist ein lang andauernder Stau einher, wihrend die Un-
fallstelle gerdumt wird. Sicherheitsabstand ist eine strikte Notwendigkeit.

Berechnen wir den Sicherheitsabstand d der notwendig ist um Kollisionen zu ver-
meiden. Zum Sicherheitsabstand gehoéren zwei Beitrdge, d; und ds, welche wir im
folgenden erkliaren werden; wir schreiben

d=dy +ds.

Der erste Beitrag zum Sicherheitsabstand folgt aus der Zeit, die Fahrer und Fahrzeug
benotigen um zu reagieren: die Zeit, die der Fahrer benotigt um wahrzunehmen, dass
er bremsen muss (Reaktionszeit), die Zeit um den Fufl auf das Bremspedal zu bringen
und die Bremse zu betétigen, und die Zeit fiir den Druckaufbau im Bremssystem des
Autos. Im Idealfall eines aufmerksamen Fahrers, der nicht aufs Handy schaut und
nicht angetrunken oder miide ist, liegt diese Zeit insgesamt bei etwas weniger als
einer Sekunde |[Rei22]
tl =0.8s.

Wihrend dieser Periode fahrt das Auto weiter mit der anfinglichen Geschwindigkeit,
und legt dabei die Wegstrecke

d, = Geschwindigkeit - Zeitintervall = v - t;

zuriick. Erst danach fangen die Bremsen an, das Auto zu verlangsamen. Wie lange
dauert es, bis das Auto anhélt? Unter guten Bedingungen [Ins23] (mit guten Reifen auf
sauberem, trockenem Asphalt) liegt die Verzogerung bei a = 8 ms~2. Das bedeutet,
dass sich in jeder Sekunde des Bremsens die Geschwindigkeit um 8 ms~! verringert.
Folglich kommt das Auto nach der Zeitperiode

_ anfingliche Geschwindigkeit v

2 Verzoégerung a
zum Anhalten. Jetzt ist eine kurze Riickbesinnung auf den Physikunterricht notwen-
dig [CK-23]: wihrend des Bremsens legt das Auto noch die Distanz

a a /v\?2 v?
d — —t2 _ — <—> —_ —
279727 9\, 2a

zuriick. Um nicht zu kollidieren und denn Verkehr damit komplett zu blockieren,
miissen Autofahrer also den Sicherheitsabstand

1)2

d=v-t
v 1+2a



einhalten.

“Aber aber das Auto vor mir bewegt sich ja auch und hélt nicht von einem Moment
auf den anderen komplett an.” Ja, das ist mir bewusst und in Abschnitt [3| werden wir
diesen Einwand in Ruhe diskutieren, und es wird klar werden, dass unser Modell das
richtige Modell fiir die Beschreibung des realen stidtischen Verkehrs ist. Im Rest des
gegenwiartigen Abschnitts dagegen leiten wir einige niitzliche Vorhersagen aus dem

Modell ab.

Zusétzlich zum Sicherheitsabstand miissen wir bedenken, dass die Autos selbst
auch eine Lange haben. Im Jahr 2019 lag die durchschnittliche Lénge von Autos in
Deutschland [Chr20], und &hnlich in Westeuropa, bei £ = 4.6 m (und zunehmend).

Wir kénnen nun berechnen, wie viele Autos in einer Kolonne der Linge L fahren:
das ist die Lange der Kolonne geteilt durch die pro Fahrzeug belegte Léange:

L v-1h
d+{ 0085+ i +4.6m

Dieses Modell beschreibt den Bestfall: wenn alle Fahrer genau das Tempolimit fahren,
niemand schleicht, niemand iiberméflig beschleunigt und dann stark bremsen muss,
und alle Fahrer sehr aufmerksam sind um schnell reagieren zu koénnen. Im realen
Verkehr ist N geringer weil Autofahrer abgelenkt sind, zu schnell fahren und dann
durch abruptes Bremsen “Staus aus dem Nichts"[] erzeugen oder sogar kollidieren.

Falls wir die Geschwindigkeit in Meter pro Sekunde messen (statt in Kilometer
pro Stunde) und eine Stunde als 3600 Sekunden schreiben, 1 h = 3600 s, dann kénnen
wir die MaBeinheiten aus der Formel wegkiirzen. Die Straflenkapazitéit (d.h., die
Anzahl Autos die in einer Stunde den Beobachter am Strafienrand passieren kénnen)
ist dann

36000
0.8v + % +4.6

mit Geschwindigkeit v gemessen in ms™!

N(v)

Es bleibt nur noch die Aufgabe, die Geschwindigkeit v zu finden, bei welcher die
Anzahl Autos N(v) maximal wird. Das ist eine mathematische Aufgabe die wir im
nichsten Abschnitt 16sen, zuerst unter Zuhilfenahme des Computers (fiir diejenigen
die nicht gerne rechnen), danach mit Bleistift und Papier mit etwas Mittelstufenma-
thematik.

2 Bestimmung des Effizientesten Tempolimits

Die Funktion N(v) ist in Abbildung |1 dargestellt. Wir miissen die Geschwindigkeit
v finden bei welcher die Anzahl Autos am grofiten wird, d. h.; die Position des Maxi-
mums von N (v).

'Das Zustandekommen eines sogenannten “Staus aus dem Nichts” wird im nichsten Artikel “Wie
Mathematik Staus verhindert II: Das Optimale Tempolimit fiir Autobahnen” erklért.
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Abbildung 1: Horizontal: Tempolimit in ms~!. Vertikal: Strafenkapazitéit in Anzahl
Autos welche den Straflenabschnitt passieren konnen. Die Kapazitdt wird maximal
mit 1923 Autos wenn alle Fahrer v = 8.58 ms™! ~ 31 kmh~! fahren.

Losung mit Computer Bevor wir die Losung mit Bleistift und Papier besprechen,
nehmen wir eine Abkiirzung: 6ffnen Sie die Seite https://www.wolframalpha.com,
geben Sie ein

maximum of 3600%v/(0.8xv+v~2/16+4.6)

und driicken Sie ‘Enter’. WolframAlpha berechnet, dass die maximale Autozahl ge-
geben ist durch

12000
N = —=— <\/1 5 — 8> ~ 1923 Autos (1)
wenn das Tempolimit bei
23 4 ~1 ~1
v=14 - ms ~ 8579 ms = 30.88kmh (2)

liegt. Die effizienteste Nutzung der Strafle wére also wenn alle Fahrer genau

lv=31kmh!

fahren. Bei dieser Geschwindigkeit kommt die gréfite Zahl Autofahrer ohne Stau ans
Ziel. Wird schneller gefahren, kommt es zu Unfillen oder den beriichtigten “Staus aus
dem Nichts”. Langsamer ist, bei iibersichtlichen und sicheren Straflenverhéltnissen,
unnotig langsam.

Zum Vergleich: bei v = 50kmh~! = 13.88 ms~! verringert sich die Strafienkapa-
zitéit auf N(13.88) = 1801 Autos pro Stunde. Und bei v = 70kmh™! = 19.44ms™!
kénnen nur noch N(19.44) = 1599 Autos den Strafienabschnitt in einer Stunde pas-
sieren. Wenn mehr Fahrer versuchen, die Strecke zu befahren, zum Beispiel im Berufs-
verkehr, dann bleiben 1923 — 1599 = 324 Autos im Stau stecken. Bei einer Léange von
¢ =4.6m pro Auto (und mit einer Distanz von 40 cm zwischen den Stofistangen der
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stehenden Autos im Stau), verursacht das héhere Tempolimit einen Stau mit einer
Lénge von
S5m - 324 = 1620m = 1.62km.

Einfach durch verringern des Tempolimits von den iiblichen 70 km h~! oder
50kmh~! auf die effizientesten 30kmh~! kénnen wir den Stau im Berufs-
verkehr um 1.6km verkiirzen. Hort sich das widersinning an? Uberlegen Sie es
sich so: das niedrigere Tempolimit verringert den ungenutzten Raum zwischen den
Fahrzeugen, die sich nun langsamer, dafiir aber koordinierter fortbewegen.

Losung mit Papier und Bleistift Wenn Sie Rechnungen hassen, iiberspringen
Sie diesen Abschnitt. Ansonsten erkldre ich jetzt, wie Sie die gleiche Losung oh-
ne Computer finden (keine Sorge, es braucht nur Mittelstufenmathematik, konkret:
Ableitungen). Um das Maximum der Funktion N(v) zu finden, berechnen wir ihre
Ableitung mit der Quotientenregel [Wik22]:

3600(0.8v + 45 +4.6) — 36000 (0.8 + 3 )
N'(v) =

5 2
(0.80+ % +46)
Das Maximum finden wir indem wir die Ableitung gleich Null setzen:

3600(0.80 + 3 +4.6) — 36000 (0.8 + 2
0= .

9 2
(0.80+ % + 4.6)

Die rechte Seite kann nur Null werden, wenn der Zahler Null wird, also reicht es aus

die Gleichung
2

0 = 3600 <O.8v n 71}—6 + 4.6) _ 36000 (0.8 n g)

nach v aufzulésen. Wir dividieren durch 3600, 16sen die Klammern auf, und erhalten

2 2 ’U2

v (%

Mit 4.6 = % erhalten wir v = 4 %, in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von

WolframAlpha ([2)).

3 Zweifel, und Beobachtungen im Echten Leben

“Aber das Auto vor mir bewegt sich ja auch und kann nicht von einem Moment zum
anderen komplett anhalten, es wird ja auch erst allméhlich langsamer und legt noch
seinen Bremsweg zuriick...” Ok, Sie haben selbstversténdlich Recht. Aber lduft das
unserer Argumentation zuwider?

In diesem Artikel sprechen wir vom Verkehr in einer Stadt. Wenn wir iiber den
Verkehr auf der Autobahn sprechen, haben Sie vollig Recht. (Lesen Sie dazu den
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nachsten Artikel, “Wie Mathematik Staus verhindert II: Das Optimale Tempolimit
fiir Autobahnen”. Spoiler: das optimale Tempolimit, bei welchem auf Autobahnen am
wenigsten Staus auftreten, ist hoher als 30 kmh~'.) Auf einer Autobahn brauchen Sie
weniger Sicherheitsabstand, im wesentlichen nur ein wenig mehr als Thre Reaktions-
zeit, da das Auto vor Ihnen auch noch einen Bremsweg zuriicklegt beim Anhalten und
keine anderen wesentlichen Hindernisse auftreten. Aber in einer Stadt? In einer Stadt
gibt es Fahrer, die aus Parkliicken am Straflenrand plotzlich in den Verkehr ziehen,
andere Fahrer kommen aus Seitenstraffen geschossen kaum dass das Auto vor Ihnen
die Kreuzung passiert hat, andere wechseln abrupt die Spur, Ampeln werden rot,
Tiiren an geparkten Autos werden aufgeschwungen usw. Alles kann jederzeit passie-
ren. Manche Autos haben stéirkere Bremsen, andere schwichere. Manche Fahrer sind
durch Handy abgelenkt oder miide und haben dadurch eine wesentlich schlechtere
Reaktionszeit. Manche sind ungeduldig und dréngeln. Sie miissen jederzeit reagieren
konnen, und Sie miissen jederzeit in der Lage sein, sicher anhalten zu kénnen.

Uberzeugt Sie das Modell dennoch nicht? Ja, das Modell ist sehr einfach. In der
Mathematik werden solche Modell als Mean—Field-Modelle bezeichnet, wo sich al-
le Fahrer zu jedem Zeitpunkt im wesentlichen gleich verhalten und synchronisiert
reagieren. (D. h., realistischere Modelle liefern sogar noch niedrigere Vorhersagen fiir
die optimale Geschwindigkeit als Mean-Field-Modelle.) Als Mathematiker kénnen
wir unser Modell mit solchen komplexeren Modellen vergleichen, oder Simulationen
berechnen. Das geht iiber diesen Artikel hinaus, aber wird natiirlich getan — und
bestétigt unsere Vorhersagen. Aber es gibt noch eine bessere Moglichkeit: wir ver-
gleichen unsere Vorhersage einfach mit Beobachtungen im echten Leben, im echten
Stadtverkehr.

Also, sind unsere Resultate realistisch? Die Effekte von niedrigeren Tempolimits in
Stédten sind vielfach beobachtet und untersucht worden; Sie finden einen Uberblick
beispielsweise in [Ger20]. Einige der wichtigsten Beobachtungen sind die folgenden:

e Eine britische Studie hat gezeigt, dass ein Tempolimit von 20 miles/h = 32 km h~!
die Anzahl Kollisionen um 42% verringert. Dies belegt insbesondere die Not-
wendigkeit einen Sicherheitsabstand einzuhalten, der jederzeit ein volliges An-
halten ermdoglicht (viele Fahrer halten bei hoheren Geschwindigkeiten nicht den
notwendigen Sicherheitsabstand ein und verursachen dadurch Unfille). Kollisio-
nen miissen zwingend vermieden werden, denn sie verursachen grofie Verkehrs-
storungen und blockieren den Verkehr oft vollstandig.

e Eine Studie in der Schweiz beobachtete 22% weniger Kollisionen, eine entspre-
chende Verringerung der Staus und damit auch entsprechend weniger Zeitver-
luste.

e Wiihrend es theoretisch bei 30kmh~! ganze 4 Sekunden linger braucht um
100 Meter zu fahren (im Vergleich zu 50kmh™!), wird in realen Verkehrs-
verhéltnissen beobachtet dass “fiir ziigiges Fortkommen die Anlage von Kreu-
zungen und die Kontinuitdt des Verkehrsflusses wesentlich wichtiger ist als die
erlaubte Hochstgeschwindigkeit”. Gemessene Reisezeiten sind bei Verringerung
der Hochstgeschwindigkeit gleich geblieben oder haben sich leicht verkiirzt.
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e Die Zahl der Autos die eine Fahrspur in einer Stunde passieren konnen ist
durch eine Vielzahl an Beobachtungen und Zahlungen ermittelt worden: sie liegt
bei 1800-2000 Autos; unser Modell hat 1923 Autos vorhergesagt in exzellenter
Ubereinstimmung mit den Beobachtungsdaten.

Aber verursachen Autos bei niedrigerer Geschwindigkeit nicht sogar mehr Abgase?
Schliefflich benutzt man einen niedrigeren Gang, oder nicht? Messungen zeigen, dass
niedrigere Tempolimits die Hauptursachen starker Emissionen verringern, ndmlich
starkes Beschleunigen und abruptes Bremsen [Ger20]. Da Strafilen niemals perfekt
flach, gerade, und frei von Kreuzungen und Ampeln sind, ist dieser Effekt so gut wie
immer der entscheidende. Achja, und: moderne Autos kénnen 30km /h problemlos im
3. Gang fahren, bei gleichméfligem Verkehrsfluss oft sogar im 4. Gang. Nein, man
muss bei 30km/h nicht im 1. Gang fahren. Die Drehzahl darf auch deutlich unter
2000 bleiben.

“Der Berliner Senat hat an drei Straflen iiber drei Jahre gemessen. Dort
sanken die NO2—WerteE] nach Einfithrung von Tempo 30 zwischen 5,7 und
12,8 Prozent. Der elementare Kohlenstoff nahm ebenfalls ab (zwischen 0,3
und 2,2 Prozent) und geringfiigig auch Feinstaub (1,8 Prozent).” [Ger2()]

Aber gébe es nicht Tricks um Leute effizienter von und zur Arbeit zu bringen? Im
Mittel befinden sich in einem Auto 1,45 Personen, den Fahrer inklusive [Eurl5]. Im
Berufsverkehr ist der Besetzungsgrad noch deutlich geringer. Die Anzahl Personen
die pro Fahrspur in einer Stunde mit dem Auto zur Arbeit fahren konnen ist also,
gemiB (1), weniger als

1.45 Personen/Auto - 1923 Autos = 2788 Personen.

Wie wiire es mit selbstfahrenden Autos oder zumindest mit elektronischer Abstands-
automatik? Vielleicht kéonnte man sogar abgeschlossene Spuren nur fiir solche Au-
tos einrichten, so wie die Teslas in den Tunnels von Elon Musk’s Boring Compa-
ny? Die schlechte Neuigkeit ist: Elon Musk kann die Grenzen der Physik auch nicht
tiberwinden, auch in seinen Tunnels kommt es zu Staus [Mor22]. Die gute Neuig-
keit ist: wenn man diese elektrischen Fahrzeuge aneinander kuppelt (womit kein Si-
cherheitsabstand mehr notwendig ist) und in kontrollierten Zeitintervallen fahren
lasst, beispielsweise alle 3 Minuten, funktioniert es. Und das gibt es bereits seit
Jahrzehnten und nennt sich U-Bahn. Eine U-Bahn-Linie transportiert problemlos
25000 Personen/h. Um so viele Menschen mit dem Auto zur Arbeit zu bringen,
briauchte es eine Autobahn mit 9 Spuren in die Stadt — und weitere 9 Spuren zum
verlassen der Stadt, insgesamt 18 Spuren. Eine Spur auf einer deutschen Autobahn
[Bun09] ist 3.75m breit, so dass diese Autobahn (inklusive Seitenstreifen) mehr als
70m breit wire. Stellen Sie sich vor, solche gigantischen Schneisen aus allen Rich-
tungen durch unsere Stéadte zu schlagen. Die horrenden Baukosten, die Enteignung
und Zwangsumsiedlung zehntausender Mitbiirger, die Zerstérung historischer Bau-
substanz und etablierter wirtschaftlicher Strukturen. Es gibt einen Grund, warum

2Stickstoffdioxid ist ein giftiges Gas mit stechendem Geruch. Die mittlere tédliche Dosis liegt bei
ca. 174 ppm iiber eine Stunde [Thel§].



U-Bahnen besser als Autobahnen fiir den Stadtverkehr geeignet sind. Und schlus-
sendlich liegt dieser Grund in den physikalischen Gesetzen von Beschleunigung und
Verzogerung und etwas Mathematik, wie Sie gelernt haben.

4 Zusammenfassung und Folgerungen

Wir haben unser Modell mit realen Beobachtungen verglichen und dabei exzellente
hervorragende Ubereinstimmung gefunden. Insbesondere haben wir bewiesen, dass ein
und die selbe Strafle mehr Menschen zur Arbeit bringen kann wenn das Tempolimit
auf 30kmh~! verringert wird. Die niedrigere Geschwindigkeit macht den Verkehrs-
fluss stetiger, reduziert das Auftreten von Staus, und verringert so die Gesamtfahr-
zeiten obwohl die Hochstgeschwindigkeit niedriger ist. Eine Stadt mit allgemeinem
Tempolimit von 30kmh~" ist nicht nur sicherer, sondern auch komfortabler fiir die
Autofahrer, die damit weniger Lebenszeit im Stau verschwenden miissen.
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