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Problem 1: Proiezione Ortogonale (7 punti)

Sia H uno spazio di Hilbert e (en)n∈N una base ortonormale di H.

Calcolare la proiezione ortogonale dei vettori e1 + 2e2 e e1 − 2e2 sullo sottospazio
span{

∑∞
n=1 n

−1en} di dimensione = 1.

Si può usare senza dimostrazione
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6
.

Problem 2: Complemento Ortogonale (7 punti)

Sia H uno spazio di Hilbert. Sia A ⊂ H un sottoinsieme.

Dimostrare che A⊥ è un sottospazio e chiuso.

Problem 3: Norma Operatoriale (7 punti)

Sia H uno spazio di Hilbert e A,B,C : H → H operatori limitati, sia λ ∈ C.

Abbiamo definito ∥A∥ := sup{∥Aψ∥ : ψ ∈ H e ∥ψ∥ = 1}.

Dimostrare che

∥A∥ > 0 se A ̸= 0 ,

∥λA∥ = |λ|∥A∥ ,
∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ ,

∥CA∥ ≤ ∥C∥∥A∥ .
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